Funkcje analityczne™

Piotr Nayar, kolokwium II
21.01.2023, 10:00-15:00

Zasady: Trzeba wybra¢ 5 zadan i zaznaczy¢, ze maja one liczy¢ sie do wyniku z kolokwium.
Pozostate zadania tez mozna rozwiagzac¢. Za kazde takie zadanie dolicze 5 punktéw do wyniku z
prac domowych.

W ponizszych zadaniach przyjmujemy oznaczenie D = {|z| < 1}.
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Zadanie 1. Niech [ : {|z| < R} — C bedzie holomorficzna i niech R, (z) = f(2) — >, f(k,;
Udowodnij, ze
2 f(€)
R,.(z) = —/ —————d¢,
=) 21 Jogry §MTHE — 2)

dla wszystkich |z| < r < R, gdzie C(r) jest dodatnio zorientowanym okregiem o §rodku w 0 i
promieniu r.

Zadanie 2. Oblicz [[77,(1+n73).

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych istnieja niestale funkcje catkowite
f, g speliajace rownanie f" + g™ = 1.

Zadanie 4. Rozstrzygnij, czy istnieje » > 0 spelniajace nastepujacy warunek: dla kazdej funkcji
holomorficznej f : D — C spetiajacej f(0) = 0 oraz f'(0) = 1 mamy {|z| <7} C f(D).

Zadanie 5. Zalozmy, ze f jest funkcja eliptyczng rzedu r, ktorej rownolegtobok okresowosci jest
rowny R = {z + iy : z,y € [0,1)}. Zalézmy, Ze ay,...,a, oraz by,...,b, sa zerami i biegunami
funkeji f w R (liczac z krotnosciami). Wykaz, ze istnieja n, m € Z takie, ze

r

Z((lk — bk) =n-+im.
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Zadanie 6. Niech f: D — {Rez > 0} bedzie funkcja holomorficzna speliajaca f(0) = 1.

(a) Wykaz, ze f(2) =1+ a1z + ax2* + ..., gdzie |a,| < 2.

(b) Udowodnij nieréwnosé };t} <|f(z)] < }f:jl



